Capitulo 2

Método triparamétrico de
perturbacoes

Este método que aqui se apresenta constitui uma extensao do método uniparamétrico
de Deprit (1969) e do método biparamétrico de Abad-Ribera (1981) para o caso em
que a fungao hamiltoniana do sistema dinamico se pode desenvolver em série de trés
parametros.

A sua aplicagao é de interesse, entre outros, em muitos problemas da mecanica
celeste. Em particular, permite resolver analiticamente alguns casos do problema
de perda de massa quando esta depende do tempo e da distancia, problemas de
n-corpos hierarquizados ou mistura de ambos, entre outros.

2.1 Introducao

No estudo de muitos problemas dinamicos surge a necessidade de resolver equacgoes
diferenciais nao lineares. Como, em geral, a sua solucao exacta é impossivel por
meio dos métodos classicos de integracao € preciso utilizar métodos alternativos, uns
analiticos e outros numéricos. Aos primeiros pertencem, precisamente, os métodos
de perturbagcoes baseados em desenvolvimentos assimptéticos e aplicaveis a sistemas
diferenciais perturbados como o que aqui se trata.

Desde a construcao do, possivelmente, mais antigo destes métodos de perturba-
goes, o de Euler-Lagrange (1772), vérias foram as ideias aparecidas neste campo. Em
1893 Poincaré levou a cabo a unificacao de todos os métodos anteriores com a sua
méthode nouvelle. As ideias deste dltimo seriam recolhidas por von Zeipel (1916-17)
para obter o primeiro método de perturbacoes implicito em que se utilizavam trans-
formacoes candnicas com variaveis mescladas, e que seria utilizado para a solucao
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analitica aproximada do problema do satélite zonal por Brouwer (1959). Krylov e
Bogoliubov iniciaram, em 1934, uma nova fase na histéria deste tipo de métodos
com o chamado método de médias, fundamentado em sucessivas substituicoes de
variaveis e que constituiu um notavel avango neste campo.

Mas sera nos anos 60 do passado século quando aparecem novos métodos canonicos
de perturbagoes (Hori, 1966; Deprit, 1969), os quais tentam determinar uma trans-
formagao canodnica infinitesimal de Lie do tipo

€ 6” n
m:eyy:y—kzmz()y (2.1)

n>0

produzida por uma fungao geratriz W (t, z, ).

As transformagoes de Lie definem de maneira natural uma classe de trans-
formacoes candnicas em séries de poténcias de um pequeno parametro. As teorias
de perturbacoes baseadas nesta técnica permitem obter solugoes aproximadas de
sistemas diferenciais nao lineares que se podem tomar como uma perturbacao de
sistemas integraveis.

A intencao é que o sistema canodnico transformado possua algumas proprieda-
des especiais: ser mais facilmente integravel, carecer de alguma das varidveis, ser
separavel, etc. Como ja indicara Deprit (1969), os métodos de perturbagoes basea-
dos em transformacoes de Lie apresentam algumas vantagens comparados com os
métodos de Poincaré e von Zeipel:

a) As transformagoes obtém-se explicitamente a partir de solugoes de sistemas
candnicos

b) Estas transformacoes s@o facilmente inversiveis.

¢) As mesmas, também sdo invariantes sob transformagoes candnicas finitas.
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2.2 Transformacao de uma hamiltoniana por meio
de um grupo triparamétrico de transformacoes
c-candnicas

Seja um sistema dinamico de n graus de liberdade definido por uma funcao hamil-
toniana H = H(Z,t;¢), onde ¥ = (x,X) € R"xR™ e x sdo as coordenadas e X
os momentos. O sistema candnico associado que descreve a evolucao dinamica do
sistema é

Z=JVzH (2.2)

onde J é a matriz simpléctica (J~! = JT = —J)

0, I,
J:(—[n on)

com 0, e [,, as matrizes nula e unidade de ordem n, respectivamente.

Suponhamos que a hamiltoniana se pode desenvolver em série de poténcias de
um parametro tridimensional ¢ = (€1, e9,£3) pertencente a uma vizinhanga Uy da
origem (0,0,0) de R?

m k
3 3 1 . )
HE tie) = Ho(@,t) + 3 — DS e ey *H, (@8] (23)

onde

. k\ or oFr omk
Hp,k—p,m—k(z7 t) = (::) ( ) H(xv t; 0)

p) 0c) 9P e

Consideremos agora um grupo de Lie triparamétrico de transformagoes c-candnicas
do espaco fasico ampliado R?"*3 da forma

7=e'y (2.4)

onde o operador Y, vem definido através dos parénteses de Poisson como
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Yo={—We} (2.5)

sendo W.(¥,t) o gerador ou fun¢ao geratriz da transformagao. A sua canonici-
dade prova-se facilmente observando que é solucao das equacoes de Hamilton de um
sistema dindmico de hamiltoniana W e tempo ¢ (Ribera, 1981). A fungao geratriz
pode exprimir-se em série de poténcias

W.(§,t;e) = s W' (§, t;61) + WY, 5 €0) + s W3 (¥, t; €3) (2.6)

Desta maneira podemos escrever Y, como

Y. =1V + Yo +eY; (2.7)
comY; = {—; W'} i=1,23.

Proposicao

O transformado da hamiltoniana (2.3) vem dado por

* (= — Yo
H (y7t7€) = HO(yvt) + Z T;‘

m>1
k— m— —
Z 22521752 Py (Hpkpm—r () +
m>1 " k=0 p=0
+Z Hypopmi(7.1))] (2.8)
1>1 ’

Demonstracao:

O desenvolvimento (2.3) pode exprimir-se como

H(Z,t;€) = Ho(Z,t) + > Fu(&, t;e) (2.9)

m>1

onde
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En (%

m k
1 Ty o -
_m E E 51175]26 pggn ka,kfp,mfk@a t)] (2.10)

k=0 p=0

Verifica-se facilmente (Ribera, 1981) que Vm > 1, a funcao F,,(Z, t;¢) é uma
fungao homogénea de grau m nas variaveis (1, €2, €3).

Também se prova que se ' é um campo escalar diferencidvel definido sobre R?**3
o seu transformado é outro campo escalar que se pode escrever na forma

e Yo"
F (. t;e) = Y = F(j.1) (2.11)
= m!

Entao, de (2.9) e (2.11) tem-se

H*(§,t;¢) = )+ Fn(ite) (2.12)
m>1
mas também

* [ = Ym

H(y.t;e) = Z WHo(y t) = )+ Z —Ho t) (2.13)
m>0 m>1 ml

Por outra parte, a partir de (2.10) e (2.11) obtém-se

k:O p=0
p k— p m— k: gH —»t _
] 225 €3 G pkepm k(7 1)]
k= Op 0 >0
k m =
- 226’1’62 e g n(7.0) 3 Hypm 1(5,0)] (214)
k=0 p=0 i>1 !

Se agora levamos (2.13) e (2.14) a (2.12) resulta (2.8), tal e como se pretendia
demonstrar. §

A chamada funcao resto ou complementdria da transformacao candnica nao con-
servativa, é
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Yk—l
Rte) = -0 215)
E>1 '
onde
oW,
= 2.1
Wo= 2 (2.16)

Esta funcao resto verifica

ViR = —Ji, (2.17)

Uma vez realizada a transformacao o novo sistema canénico que se obtém é

j=JV;K (2.18)

onde a fun¢ao hamiltoniana vem dada por

K(y,t;e) = H*(§,t;€) + R(Y, t; €) (2.19)

que, tal e como se viu, se pode desenvolver em série de poténcias dos parametros
como

m k
[Z Z Ell)fg_pggn_ka,k—pym—k@j t)] (2:20)
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2.3 Desenvolvimento da funcao geratriz em série

de poténcias dos trés parametros

Suponhamos que as componentes W' da funcao geratriz W, se podem desenvolver
em série de poténcias das componentes do parametro tridimensional ¢ = (g1, €9, €3)

tal e como vimos em (2.6)

W.(, ;) = esW (7, t;61) + eaW (¥, t; £2) + e3W3(, t; £3)

onde

Wi, t;e;) = Z W;H* i=1,2,3

n>0

Tendo em conta tudo o anterior podemos expressar o operador Y, como

i=1 i=1 n>0
3 n
g )
= E € E —{= W =
7 n'{ ) n+1
i=1 n>0
3 6(erl
_ § E % %
— n! { 7Wn+1}
i=1 n>0

ou também na forma

3 j+1
Yy
e 4! Jj+1
i=1 j>0
se definimos o operador de Lie
J_ AT
Li - {_7 Wj}

Em geral temos

Lt = {{ = Wink L Wit

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Para o mesmo caso também se demonstra facilmente por inducao que

11+1€j2+1 Jn+1

3
n _ 21 12 in 11,102,004l
Yo = Z Z ; L 41t (2.27)

1.1 |
i1yeemyin=1j1+..4jn>n Ji:J2t--JIn

Particularizando para trés parametros obtemos, com n=1,2,3 até a terceira or-
dem, as relagoes

3 3 3
Y = e L' 4 6oL + 5308 + 21 + 202 + 213 + %L§ + 5—22L§ + %Lg 4o (2.28)

2 2711 12 21 13 31 2722 23
Y7 =e7Lyy + 1627 + 061 L7 + 163l + ese1 L] + 5177 + €263l +
32 2733 3711 3711 2 112 2712 2 721
+egeal] +eslyy +e1lg) + ey +eealy) + 18505 + 561 Ly +
2721 2 113 2713 2 131 2731 3722 3722
+e9e1 Ly + e1e3Ly) +e1e5Ly, + e5e1 L) + 367 Ly + ey Lot + 5 L5 +

+ e3e3 L33 + €965 L35 + e3eo L33 + €363 L33 + 3133 + 3135 + ... (2.29)

3 _ 37111 27211 2 121 2 112 37222 27122
Y =&l +e0e1 Ly +etealyyy +ejeal] + &5 L1T] + 185477 +
2 1212 2 1221 27311 2 131 2 113 2_ 1331
+ 5261[/111 + 5261[/111 + 6361[/111 + 5163.[/111 + 5163.[/111 + 5361.[/111 +
2_ 1313 27133 37333 2 1223 2 1232 27322
+eze1 Ly +ereslyyy +e3 Ly +eses ity +eses Ly + eseq L] +

+ sgsgL‘(ﬁf + sgsgL‘(ﬁi’ + 625§L%{13‘{f + .. (2.30)

Substituindo estas expressoes em (2.8) e (2.15) obtém-se, a terceira ordem, as
expressoes para a funcao hamiltoniana transformada e para a funcao resto, respec-
tivamente

H*(ij,t;€) = Hy + e1(L1Ho + Higo) + e2(L3 Hy + Hypo) +

1
+ 53(L?H0 + HOOI) + 5%(L%H@ + 5[&%]’[@ + L%HIOO =+

1 1 1
+ §H200> + Eg(L%HO + §L¥H0 + L%Holo + EHOQO) +

1 1 1
+e3(LsHy + §L??Ho + L3 Hoo1 + §H002) + 5152(§L13H0 +

1 1 1
+ iLﬂHo + LyHowo + L{Hi00 + §H110> + 5153(§L%:15H0 +



1
+ L3 H,+ L} 1
91 o+ LiHoo1 + L3 Hygo + = L
141100 2H101) + 5263(§L§?H0 +
1

1
+ L3 H, 2 L
5 Hito + L2 Hoo1 + L3 Hoyo + §Ho11) + e3(
+ %L};HO + 1L“H + 1LmH ! 12
21440 ~
+ 1L1H 21 : 1111 e iLﬂHloo :
5 F1t200 + —Hsp) + 5%(—L2H + 1 22 L
+ 1L222H 62 1 2 2L12H0+ §L§%HO+
- +L L
G 111 0 5Hoio + §L¥H010 + §L%H020 + 1H030) +
H + — 7133 1
5 5 H2to 2L21H0 + éLﬁ?HO + L3Hoo1 +
1

1
+ —L3Hq + 1L3 1

% 1toor T 5 1Hooz + 6H003> + 6%52(%L£Ho + =L¥Hy+
+ LU Hy + SR Hy + I3 s

1 g lintlo+ ¢ T Ho + LyHoio + = L1 Hoio +
+ 5 Ly Hago + lelH L L :
5 5 L1 ttioo + =LiHypo + ~LiH. !

5 5 &1 41200 + 6H210) +

1
+€%€3<—L31H 11/13 12/ Hy+ =L Hy+ =L Hy, +
2 12 ()+ ) H + - 113 1 ! 1

HHoo 13 3
3 9 1 2 11414100 9 1% 100 9 % 101
L H
= 1141200 _HQOI) 3 52 _LIQH — Ly H -1 H
2 6 1 2(2 12440 2 g% 0 6 3% 0

1
gy L 1
(15 111410 6L111H0 + LEHMO + §L?1H010 + 1LIH +
144020
g+ 12 1 ,
9 244100 + _L11H100 + —LQH 1 1
9 514110 + 6H12o) + 8363(§L‘;’3H0 +

1

_L23 1 223 1

5 5 Ho _Llll o _L232 1 32

+ Ho + cLiniHo + g LinnHo + 6L11%H0 + L3Hoor +

1
+ ~L*2 Hyy + Ly L L
5 1+ 5 28 Hopo + §L§§H010 + ~L?Hyy, + lL3H 1
" 1 5 15 020 + =Ho21) +
+ee2( LB Hy + L3 Hy + L3 1 1 6
5 SL3Ho+ ¢ B3 + gLfﬁ”Ho Ny 551 = A
T EE s AL 1 o
1144001 + 2[/111'{()01 + —LiHooz + ngH 133
5 5 L2100 + §L11H100 +
1

1
+-L3H L 1

5 1o + —Hipn) +¢ e2(=L% !

1 5 2 3(2 12H01+ §L§%Ho + EL%I’?HO +
. e
+2L =

5 5Ho10 + éLﬁHow + —L?H(Jl + 1H L

e 1 5 1t 012) + 516253(—11}%?]{0 +
G oLB2E 4 o2, 1 231 1 ’

5 Lo+ 6L111H0 + L1 Ho + ELBQIH L

5 Lo+ §L11H001 +

LyHy +

4l J
T Ho + =L Ho + LiHoo + 1
LiHop +



1 1 1 1 1 1
+ §L31H001 + 5[&?[{010 + iLﬂHmo + §L%H011 + §L3?H100 + §L?%H100 +
1 1 1
+ §L%H101 + iLi)HHO + 6H111> (2.31)

N 1 1
R(y,t;e) = 51W11t + €2W12t + 53W13t + 5%(§L%W11t + W21t) + 5§(§L%W12t +

1 1
+W3) + S (GLIWE + Wa) + e1ea(G LIV, + LiWVE) +

1 1 )
+ 8153(§L§W11t + LiW5) + 5263(§L:{’W12t + LIW5) +
sl i, Lo Ly 1L
+ 51(§L2W1t + §L1W2t + §W3t + 6
3 lLQWQ 1L2W2 lw2 1
+52(2 2 1t+2 1 2t+2 3t‘|’6
1 1 1 1
+ 5§(§L§W13t + §L?W23t + §W??t + EWftLﬁ) +
1 1 1 1 1
+ (G LW + S LWy + Wi Ly + SWi Lal + cW, L) +
1 1 1. 1 1 )
+elea(G Lo, + 5 LiWa + SWh Ly + SWi Lif + cWLLY) +
1 1 1 1 1
eI+ SR bwRL  AwWRLs 4 Sl

1 1 1 1 1
+ 5353(5L§W5; + §L§W§t + EWﬁLﬁ + EWEthf + 6WftLi"f) +

1 1 1
EWﬁLﬁ’ + EWf}Lﬂ ts
ol g Lo 1o o 1o aan 1o 5o

+ 5253<§L2W1t + §L1W2t + éwltLll + EWHLH + EWuLn) +

L (1 1 1 1 1
1e283ly 6 6 6 6
1

- watLﬁ) (2.32)

Wi Lii) +

WL +

1 1
+ (G LW + 5 1V, + WL LY +

WL + SWHLY + Wi Ly + Wy LI + W Ly +

Por outra parte, a nova funcao hamiltoniana a terceira ordem sera:

R 1 1
K(y,t;e) = Ko+ €1 K100 + €2Ko10 + €3K001 + 55?K200 + §€§K020 +

1 1 1 1 1
+ §€§K002 + §€1€2K110 + §€1€3K101 + §€2€3K011 + 6€§K300 +

1 1 1 1 1
+ 683[(030 + 6€§K003 + 65%52K210 + 6€?€3K201 + 6515§K120 +

1 1 1 1
+ 65353](021 + 651E§K102 + 6€2€§K012 + 65152€3K111 (233)
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2.4 Equacoes do método

Finalmente, temos que substituir as expressoes (2.31), (2.32) e (2.33) na relagao
(2.19) e igualar os termos da mesma ordem. Obtém-se assim uma série de equagoes
que constituem as chamadas equacoes do método

Termo independente:

Hy = K, (2.34)

Coeficiente ¢1:
LiHo + Higo + Wi, = Kigo (2.35)

Coeficiente ¢5:
LiHy + Hoio + WY, = Koo (2.36)

Coeficiente ¢3:
L3Ho + Hoop + W3 = Koo (2.37)

Coeficiente %

1 Loy 1 1 J R ;1

LyHy + §L11H0 + LiHyp + 5200 + §L1WM + W, = 5[(200 (2.38)

Coeficiente
L3Hy + S L33 Ho + L3Hono + 5 Hoso + S LAWY + Wi = = Ko (2.39)

Coeficiente ¢2:
L$Hy + S L3 Ho + LiHoon + 5 Hoo + S LAWY + Wi = 2 Ku (2.40)

Coeficiente ¢1e5:



36

1 1 1 1 1
ELEHO + §L%%H0 + L{Hoio + LT Higo + §H110 + §L?W11t + Lint = §K110 (2.41)

Coeficiente £e3:

1 1 1 1 1
§L5)H0 + ELﬂHO + LiHoor + L} Hyoo + §H101 + EL?Wft + LW = §K101 (2.42)

Coeficiente eoe3:

1 1 1 1 1
§L%%H0 + §L¥HO + L3 Hpoy + L Hoio + 5 o + §L?W12t + AW = §K011 (2.43)

Coeficiente &3:

1 1 1 1
§L:1),H0 + §L£Ho + §L§iHo + gLﬂiHo + LyHigo +
1 1 1 1 1
+ §L}}H100 + 5L%Hm + 5 Haoo + §L;W11t + §L{W21t -
1 1 1
+ §W31t + BWftLﬁ = 50 (2.44)
Coeficiente &3:
Loy Lo L o L o9 2
1 1 1 1 1
+ §L$§H010 + 5L%HOZO + 5 Hogo + §L§W12t - §L§W§t +
1 1 1
+ §W32t + EWEtL?% = EKOSO (2.45)
Coeficiente &3:
L3 L33 Los3 L 333 3
1 1 1 1 1
+ iLﬁ)Hom + QL?HOOQ + g 1003 + iL‘;’Wﬁe + §L?W23t +

1 1 1
+ §W§t + EWEtLﬁ = EKOOQS (2.46)
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Coeficiente £2¢y:

1 1 1 1 1
QL%HO + §L%%Ho + gLﬂ%Ho + EL%%iHo - EL%EHO +
1 1 1 1

+ LyHoyo + §Lﬂﬂmo + 5LﬁHmO + §L§}H100 + 5L}Huo +

1, 1 1o,y 1, 1

+ §L1H200 + 6H210 + iLZWIt + §L1W2t + 6

1 1 1
+ ngtLﬁ + ngthﬁ = gKmo

WiLii +

Coeficiente cies:

1 1 1 1 1
§L%Ho + iLéfHo + éLﬂ?Ho + EL%HO + BL?EHO +
1 1 1 1
+ L%Hom + §LﬂHoo1 + §L%?H100 + §L:1)’1H100 + §L%H101 +
1 1 1 1 1
+ = L3Hopo + = Hogr + = L3W3 + §L§W§t + ng’tL}} +
1

2 6 2
1 1
= W L3} = ngol

WL +

+

Coeficiente ¢3:

1 1 1 1 1
SLH, + S I3 H, + S LR H, + S L33 Ho + S L34 Ho +

1 1 1 1
+ L%ngo + iL%%HMO + éLﬂHOlO + 5[/%%]‘]100 —+ §L%H020 +
1 1 1 1 1
+ §L%H110 + 5H120 + §L§W11t + éL%WQZt + EWELﬁ +
1 1 1
G EWftL?f = —Kix

WELE + :

+

Coeficiente e2¢3:

1 1 1 1 1
SLH, + SLRHy + LI, LI H, + LR, ¢

1 1 1 1
+ LgHom + §L¥H001 + §L%§H010 + §L§§H010 + §L%H011 +

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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+ LA Hon + G Hon + SIAWG, + I3 + GWRLE +

2 6 6
L o 03 1 2 732 1
+ gwltLll + gwltLll = 6K021

Coeficiente 3

3L Ho+ 513 Ho + GLIHo + G L Ho + GLHo +
¥ LiHuon + 5 L Hoon + o L3 Hoon + 3 L3 oo + 5 L Hon +
+ ST o+ gHion + STV + SLWE + cWRLE +
+ WAL+ ZWLLE = 2K

Coeficiente 53

1 1 1 1 1
LDH, + LLRH ¢ LI+ L, + SO, +
1 1 1 1
+ L%Hooz + ﬁLﬁHom + §L?%H001 + §L??H010 + ELgHow +
1 1 1 1 1
+ §L?H011 + EHOIQ + §L§W12t + §L%W23t + EWEtLﬁ +
1

1 1
—WHLE + —WELE = —Kow

+6 6 6

Coeficiente g1e5e3:

1 1 1 1 1
EL%%?HO + 6[&%}[0 + BL%?HO + EL%%HO + EL?EHO +
1 1 1

6 2 2 2

2
1 1 1 23 1 32 1 2 1 3
+ §L1H011 —+ §L11H100 + §L11H100 + §L1H101 + §L1H110 +
1 1 1 1 1
+ ot + EW{’;Lﬁ - watLﬁ’ - EWf’tLﬁ + EWftLﬁ’ +
1

1 1
+ BWIQthl))i + gwfﬂf = éKlu

1 1
+ —L?%%Ho + —L%%Hom + —LﬁHom + —LﬁgHom + —LiﬁH(no +

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

A partir das relagdes correspondentes aos termos puros (2.34-2.40, 2.44-2.46)

obtém-se as referidas equacoes do método
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HO(@: t) = KO(??: t)

oWl

n[{Ho; Wé} + (%n] = K00 — Anoo
OW?

n[{Ho; W2} + atn] = Kono — Aono
oWw3

onde, até a terceira ordem, definimos

Ai00 = Hioo
Aoro = Hono
Aoo1 = Hoor

Asgo = Hago + { K100 + Hioo; Wll}
Agoo = Hozo + {Ko1o + Horo; W12}
Aooz = Hooz + { Koo + Hoo; W13}

Asoo = Hsoo + 3{ K190 + Hioo; Wy } + g{Kzoo + Haoo; Wi} +
+ %{{Hmo — Kio0; W11}7 Wll}
Agso = Hoso + 3{Ko1o + Horo; W3} + g{Kmo + Hogo; Wi} +
+ %{{Hmo — Kow; Wi} Wi}
Agos = Hoos + 3{ Koor + Hoor; W5} + ;{Kooz + Hooa; W'} +

1
+ 5{{H001 — Koou; Wi} WP} (2.55)

As equagoes (2.54) fornecem-nos sucessivamente os termos da fun¢ao geratriz
WL W2 e W3 apds termos elegido convenientemente os termos da nova fungao
hamiltoniana K9, Kong € Koop.-

Ao trabalharmos com mais de um parametro produzem-se termos mistos que
fazem que a eleicao da nova funcao hamiltoniana se deva realizar cuidadosamente.
E precisamente a partir dos coeficientes (2.41-2.43, 2.47-2.53) donde se obtém as
relagoes que determinam os termos mistos da nova funcao hamiltoniana. Estes vém
dados por
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K19 = L} (K100 + Hioo) + L1 (Koo + Hoto) + Hio

Ko = Li)(KlOO + Hygo) + L%(Kom + Hoo1) + Hion

Koi1 = L3 (Koo + Hoto) + L} (Koor + Hoo1) + Honr

Koo = 3L3 Hy + 3Ly Hy + L1}7Ho + L3  Hy + L3 Ho + 6 Ly Hyp +
+ 3L Hoo + 3L Hygo + 3L Hygo + 3L1Hyo + 3L Hypo + Hoyg +
+ 3Ly W, + 3LIWy, + Wi Lyy + Wi Lyt + Wi Lt

Kaor = 3Li3Ho + 3Lyt Ho + Lyyi Ho + Ly Ho + Ly Ho + 6L Hoor +
+ 3L11Hoo1 + 3L13 Hioo + 3L3} Hioo + 3L1 Hio1 + 3L5 Hago + Haor +
+ 3Ly Wi, + LYW, + Wi Lyy + Wi Lyt + Wi Liy

Ko = 3L15Hy + 3L3 Hy + L1311 Ho + LY Hy + LT Ho + 6 L3 Hygo +
+ 3L11Howo + 3L31 Howo + 3L33 Hioo + 3L1 Hozo + 3L Hy19 + Hizo +
+3L3WY, + 3Ly W5, + Wi Lyt + Wi LY + Wi, LTt

Koor = 3Li3Ho + 3L51 Ho + LT Ho + L3t Ho + Li7; Ho + 6L5 Hoor +
+ 3L Hoo1 + 3L33 Howo + 3L} Howo + 3LTHou1 + 3L Hoso + Hoon +
+3L3Wr, + BLYWG, + W LT + Wi LT + Wi Lit

Koo = 3L1sHy +3L31Hy + L1 Hy + L3P Hy + L1 Hy + 6 L3 Hygo +
+ 3L1{ Hoto + 3L3 Hoor + 3L} Hioo + 3Ly Hoos + 3L Hior + Higo +
+3L3Wy, + 3Ly Wy + Wi Lyt + WRLY) + Wy, LY

Koo = 3L1sHy +3L33Hy + L*3 Hy + LB Hy + L2 Hy + 6 Ly Hypo +
+ 3L Hoo1 + 3L Hoor + 3L} Howo + 3L Hoos + 3L Hot1 + Horo +
+3LW + BLYWy, + WL + Wi Li} + WR LY

K = LifiHo + Lifi Ho + L1 Ho + L}  Ho + L1t Ho + L3 Ho +
+ 3L11 Hoo1 + 3L3 Hoor + 3Ly} Howo + 3L31 Howo + 3Ly Hot1 +

+ 3LT Hioo + 3L33 Higo + 3LTHio1 + 3L} Huio + Hinn + WiLT; +

+ WL + Wi L + WL LT + Wi Ly + Wi Lyt (2.56)

COMENTARIOS FINAIS

Dizer apenas que seria interessante realizar uma generalizacao deste método.

Esta, para ser completa, teria que se realizar em dois sentidos: face a uma genera-
lizacao do método a n parametros, mas também outra generalizagao, mais profunda,
que, partindo de uma funcao geratriz mais geral, permitisse uma maior flexibilidade
e um espectro de problemas onde ser aplicado ainda maior.
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